
Εισαγωγή στις ∆ιαφορικές Εξισώσεις: Θέµατα 15/6/2017

1. ϑεωρούµε την εξίσωση

y′ − xy2 − 1

x
y + x3 = 0,

για την οποία είναι γνωστό ότι µια λύση της είναι της µορφής y(x) = ax + b. Να ϐρεθούν (αν
υπάρχουν) λύσεις y1, y2 µε y1(1) = 1, y2(1) = 2. Να εξετασθεί η ύπαρξη και το µονοσήµαντο
λύσης y µε y(1) = 2017.

Υπόδειξη: ΄Ασκηση 5(ι) σελ. 36 - Εξίσωση Riccati

2. i) α) Γραµµικά ανεξάρτητες συναρτήσεις : να δοθεί ο ορισµός και ένα παράδειγµα. ϐ) Βασικό
σύνολο λύσεων οµογενούς γ. δ. ε. n− τάξης : να δοθεί ο ορισµός, να δικαιολογηθεί η
ύπαρξη και να εξετασθεί το µονοσήµαντο.

ii) Αν {y1, ..., yn} είναι ένα ϐασικό σύνολο λύσεων µιας οµογενούς γραµµικής διαφορικής εξίσω-
σης n− τάξης, να αποδειχθεί ότι για κάθε λύση y της εξίσωσης υπάρχουν n µονοσήµαντα
ορισµένες σταθερές c1, ..., cn ώστε y = c1y1 + ... + cnyn.

iii) Να διατυπωθούν οι οι προτάσεις που χρησιµοποιήθηκαν στα προηγούµενα ερωτήµατα.

Υπόδειξη: Θεωρήµατα 6, 7, σελ. 69-70 - Θεώρηµα 4 σελ. 65

3. Να λυθεί η εξίσωση

(2xy4ey + 2xy3 + y)dx + (x2y4ey − x2y2 − 3x)dy = 0, (E).

και να εξετάσετε αν υπάρχουν λύσεις της (Ε) y1, y2 µε y1(1) = 1, y2(0) = 0.
Υπόδειξη: Ολοκλ. παράγοντας 1/y4 - Γεν. λύση: x2ey + x2

y
+ x

y3 = C. - y2 = 0.

4. Θεωρούµε την γραµµική διαφορική εξίσωση

y′′ + 2ay′ + by = f (E)

όπου a, b πραγµατικοί αριθµοί µε a > 0, b > a2 και f είναι µια συνεχής και ϕραγµένη συνάρτηση
στο [0, +∞).

i) Να αποδειχθεί ότι όλες οι λύσεις της (Ε) είναι ϕραγµένες στο [0, +∞).
ii) Να εξετασθεί αν οι παράγωγοι των λύσεων της (Ε) είναι ϕραγµένες στο [0, +∞).

Υπόδειξη: ΄Ασκηση Β47, Φυλλάδιο άλυτων ασκήσεων, ΄Ασκηση Β21, Φυλλάδιο λυµένων ασκήσεων

5. Να εξετασθεί ως προς την ύπαρξη και το µονοσήµαντο το πρόβληµα αρχικών τιµών

y′ = 2x2 + 3y2, y(0) = 0.

Υπάρχει λύση που να ορίζεται στο διάστηµα [−1/
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6] ·
Υπόδειξη: ΄Οπως το Παράδειγµα 2, σελ. 23

6. Να επιλυθεί το σύστηµα

y′
1 = y2 + y3 + x, y′

2 = y1 + y3 + 1, y′
3 = y1 + y2 − x2.

Να ϐρεθεί η λύση του συστήµατος που ικανοποιεί τις συνθήκες y1(0) = y2(0) = y3(0).
Υπόδειξη: Παράδειγµα 7, σελ. 211

* ∆ίνεται η εξίσωση
(x− 1)2y′′ − (x2 − x)y′ + y = 0.

Να περιγραφεί ένα ϐασικό σύνολο λύσεων της εξίσωσης γύρω από το σηµείο x0 = 1.
Υπόδειξη: Παράδειγµα 2, σελ. 259 για u = x− 1, u0 = 1. Θεώρηµα 2(ιι) σελ. 250.

Ζητούνται απαντήσεις σε 5 από τα θέματα 1-6
(*) : προαιρετικό θέμα


